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KLMNOPQN
RS TUVWXYSZ [SZS \[S UVS]^ _T[XVS WSZX_` a_\T[XVb

cZUa`S^ dVYSZ eSXb[\SY _fSZ_bS TU^c`S\XUV g h[XW
cZUa`S^ XW iVUeV \U aS j k ][_ZY _VY \U Y_\S VU _c]
cZUl X^ _\XUV _`bUZX\[^ SlXW\W g m_\T[XVb [_W e XYS _c]
c`XT_\XUV XV ^ _Vdn_T\dZXVb o YSTXWXUV ^ _V_bS^ SV\ o _VY
WT[SYd`XVb XV XVnUZ^ _\XUV \ST[VU`Ubpg

qV \[XW c_cSZ o eS bXfS \[S rZW\ _ccZUlX^ _\XUV _`bU]
ZX\[^ nUZ \[S cZUa`S^ g h[S _`bUZX\[^ [_W _V _ccZUl]X^ _\XUV Z_\XU Un s _VY XW _ cZXUZX\p _`bUZX\[^ o e[XT[
a_\T[SW t UaW XV YSTZS_WXVb UZYSZ Un cZXUZX\pg RS _`WU
bXfS _ `UeSZ aUdVY Un uvwxy z {|{{s} UV \[S _ccZUlX]^ _\XUV Z_\XU Un _Vp cZXUZX\p _`bUZX\[^ _VY TUVt ST\dZS
\[_\ \[SZS XW _ cZXUZX\p _`bUZX\[^ e[XT[ ^ _\T[SW \[XW
aUdVY g ~Y_c\XfS _`bUZX\[^ SlcSZX^ SV\W _ZS dWSY \U
WdccUZ\ \[S TUVt ST\dZS g ~V S_WXSZ cZUa`S^ XW \[S `XW\
fSZWXUV Un \[S cZUa`S^ e[SZS \[S UZYSZ Un \[S t UaW XW
bXfSV g RS bXfS _ VSe `XVS_Z \X^ S _`bUZX\[^ nUZ \[S `XW\
a_\T[XVb cZUa`S^ g
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^_T[XVS o _VY e[SZS � ^dW\ a S c_Z\X\XUVSY XV\U ����� �¦
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Figure 1. A Batching Example.

Ç È ¤ | | | ¤ Ç É g ~ `` t UaW XV \[S W_^ S a_\T[ _ZS ZdV t UXV\`p
_VY S_T[ t Ua ÊW TU^c`S\XUV \X^ S XW YSrVSY \U a S \[S TU^ ]
c`S\XUV \X^ S Un X\W a_\T[ g RS _WWd^ S \[_\ e[SV _ a_\T[
XW WT[SYd`SY X\ ZSËdXZSW _ WS\dc \X^ S Ì � {g h[S bU_` XW
\U rVY _ WT[SYd`S \[_\ ^ XVX^ XÍSW \[S ¦Î� �Ï ���� ������
��� �¦ Ð ¡ �Ñ� o e[SZS Ñ � YSVU\SW \[S TU^c`S\XUV \X^ S
Un �� XV _ bXfSV WT[SYd`S g Ò XfSV _ WSËdSVTS Un t UaW o _
a_\T[XVb _`bUZX\[^ ^dW\ _WWXbV SfSZp t Ua �� \U _ a_\T[ g
ÓUZS nUZ^_``po _ nS_WXa `S WU`d\XUV XW _V _WWXbV^ SV\ Un
S_T[ t Ua �� \U \[S Ô ÕÖ� a_\T[ o £ × �{¤ | | | ¤ ¥ �g

ØUZ Sl_^c`S o Ø XbdZS { W[Ue W \eU WT[SYd`SW nUZ _ Ù]
t Ua cZUa `S^ e[SZS cZU TSWWXVb \X^ SW _ZS � È � Ú ¤� u �
{¤� Û � } ¤� y � s ¤� Ü � { _VY \[S eSXb[\W _ZS ¡ È �
¡y � ¡Ü � { _VY ¡ u � ¡Û � s g ÝRS VU\S \[_\ \[S
SVTXZT`SY f_`dSW bXfS \[S _fSZ_bS eSXb[\SY TU^c`S\XUV\X^ S Un \[S YScXT\SY WT[SYd`SW gÞ

h[S cZUa`S^ TUVWXYSZSY XV \[XW c_cSZ [_W \[S t UaW
SlSTd\SY WSËdSV\X_``po \[dW \[S cZUa `S^ XW ^UZS cZS]TXWS`p ZSnSZZSY \U _W \[S ¦ß����� cZUa`S^ g RS VU\S
\[_\ \[SZS XW _ YXàSZSV\ fSZWXUV Un \[S cZUa`S^ VU\
W\dYXSY [SZS o e[SZS \[S t UaW Un _ a_\T[ _ZS SlSTd\SY



XV c_Z_``S` o iVUeV _W \[S � ß����� cZUa`S^ g qV \[_\
T_WS o \[S `SVb\[ Un _ a_\T[ XW \[S ^_lX^d^ Un \[S
cZU TSWWXVb \X^ SW Un X\W t UaW g h[S W]a_\T[ XW _`WU YS]
VU\SY XV á âã âä VU\_\XUV _W \[S { âW]a_\T[ âÐ ¡ �Ñ � cZUa]`S^ g ~ `WU o eS e X`` WU^ S\X^SW nUZ TUVfSV XSVTS eZX\S \[S
t Ua Y_\_ XV \[S nUZ^ �Ý� È ¤ ¡ È Þ ¤ Ý� u ¤ ¡ u Þ ¤ | | | ¤ Ý� å ¤ ¡ å Þ� g
h[dW XV \[S Sl_^c`S eS eUd`Y [_fS eZX\\SV
�ÝÚ ¤ {Þ ¤ Ý{¤ sÞ ¤ Ý} ¤ sÞ ¤ Ýs ¤ {Þ ¤ Ý{¤ {Þ�gmZdTiSZ _VY ~`a SZW æ{ç W[UeSY \[_\ \[S
{ âW]a_\T[ âÐ ¡ �Ñ � cZUa`S^ XW j k ][_ZY XV \[S W\ZUVb
WSVWS ap bXfXVb _ ZSYdT\XUV nZU^ Ú]è~éhqhqêë g h[SZS
XW _ `_ZbS aUYp Un eUZi UV a_\T[XVb cZUa`S^ W ÝWSS S gb g
æs o Ú o ì o í o î o {sçÞ _VY a_\T[XVb [_W e XYS _cc`XT_\XUVXV ^ _Vdn_T\dZXVb ÝWSS S gb g æï o {ì o s çÞ o YSTXWXUV ^ _V]
_bS^ SV\ ÝWSS S gb g æ{}çÞ o _VY WT[SYd`XVb XV XVnUZ^_\XUV
\ST[VU`Ubp ÝWSS S gb g æ{ çÞ g Ó UZS ZSTSV\ eUZi UV UV`XVS
a_\T[XVb XW ZS`_\SY \U ZS`_\SY \U \[S hðè ÝhZ_VW^ XW]
WXUV ðUV\ZU` èZU\U TU`Þ _TiVUe `SYb^ SV\ cZUa `S^ ÝWSS
æ} o {{o {ÚçÞ gqV \[XW c_cSZ o eS bXfS \[S rZW\ _ccZUlX^ _\XUV _`bU]
ZX\[^ nUZ \[S { âW]a_\T[ âÐ ¡ �Ñ � cZUa `S^ g qV n_T\ o eS
bXfS \eU _`bUZX\[^ W o UVS T_``SY ñ òóôõö÷øùúû o _VY
\[S U\[SZ UVS T_``SY üøýöýþúøÿ÷óòù g ØUZ _ccZUlX]^ _\XUV _`bUZX\[^ W o X\ XW V_\dZ_` \U TUVWXYSZ \[S t UaW
_TTUZYXVb \U \[S UZYSZ Un � ��������¦ � � � ��� � g qn \[S
t UaW _ZS ZSVd^aSZSY WdT[ \[_\ � �� � ¢ ��� � | | | ¢ ���� o eS
W_p \[_\ \[S t UaW _ZS XV ��������� �����g ~V _`bUZX\[^
\[_\ WT[SYd`SW \[S t UaW XV \[ XW UZYSZ XW T_``SY _ � ���������� ������ g mU\[ Un UdZ _ccZUl X^ _\XUV _`bUZX\[^ W _ZS
cZXUZX\p _`bUZX\[^ W g

RS ZST_`` \[_\ \[S Ëd_`X\p Un _V _ccZUlX^ _\XUV XW
^S_WdZS XV \SZ^ W Un X\W _ccZUlX^ _\XUV Z_\XU 	 
 ÒXfSV
_V Uc\X^ XÍ_\XUV cZUa`S^ k eS W_p \[_\ _`bUZX\[^ ��
[_W _ccZUlX^ _\XUV Z_\XU 	 Xn nUZ SfSZp XVW\_VTS 
 × k o
	 � TUW\ Un \[S WU`d\XUV bXfSV ap �� nUZ XVW\_VTS 


TUW\ Un ��ùþ�ô� nUZ XVW\_VTS 
 ¤
e[SZS ��ùþ�ô� XW f_`dS Un _V Uc\X^ _` WU`d\XUV g RS
W[Ue \[_\ ñ òóôõö÷øùúû _VY üøýöýþúøÿ÷óòù aU\[
[_fS _ccZUlX^ _\XUV Z_\XU 	 � s g RS _`WU bXfS _ `UeSZ
aUdVY Un uvwxy z {|{{s} UV \[S _ccZUl X^ _\XUV Z_\XU
Un _Vp cZXUZX\p _`bUZX\[^ _VY TUVt ST\dZS \[_\ üøýöý�
þúøÿ÷óòù ^ _\T[SW \[XW aUdVY g ~Y_c\XfS _`bUZX\[^
SlcSZX^ SV\W _ZS dWSY \U WdccUZ\ \[S TUVt ST\dZS g

~ ^dT[ S_WXSZ fSZWXUV Un \[S cZUa`S^ XW \[S ��¦�
fSZWXUV Un \[S cZUa`S^ e[SZS \[S UZYSZ Un \[S t UaW
XW bXfSV o X gS go Ô � � Ô � Xn £ � � g ØUZ Sl_^c`S oØXbdZS s W[Ue W \[ZSS WT[SYd`SW nUZ _ Ù]t Ua cZUa `S^�ÝÚ ¤ {Þ Ý{¤ {Þ Ý} ¤ {Þ Ýs ¤ {Þ Ý{¤ {Þ�g h[S SVTXZT`SY f_`dSW bXfS
\[S _fSZ_bS eSXb[\SY TU^c`S\XUV \X^ S Un \[S WT[SYd`SW
\U \[S `Sn\ g

mZdTiSZ _VY ~ `a SZW æ{ç b_fS _ `XVS_Z \X^ S _`bUZX\[^
nUZ \[S `XW\ a_\T[XVb cZUa `S^ g Ýh[dW o \U WU`fS \[S
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Figure 2. List Batching.

{ âW]a_\T[ âÐ ¡�Ñ � cZUa `S^ o X\ XW Wd� TXSV\ \U iVUe \[S
UZYSZ Un t UaW XV \[S Uc\X^ _` WU`d\XUV gÞ RS bXfS _V _`\SZ]
V_\XfS _`bUZX\[^ XV \[XW c_cSZ g êdZ _`bUZX\[^ Slc`UX\W\[S n_T\ \[_\ \[S cZUa`S^ T_V aS ZSYdTSY \U _ W[UZ\]
SW\ c_\[ cZUa`S^ o e[SZS \[S dVYSZ`pXVb TUW\ ^ _\ZXl XW
_ \U\_``p ^UVU\UVS ^ _\ZXl _VY \[dW T_V dWS \[S ^ _]\ZXl WS_ZT[XVb _`bUZX\[^ Un �_Z^UZS _VY �T[XSa SZ æ{Ùç_W _ WdaZUd\XVS g ~ ^_\ZXl ~ XW T_``SY ����� �� ����ß
���� Xn nUZ _`` £ � £ � _VY � � � � o � æ£ ¤ � ç � � æ£ ¤ � � çX^ c`XSW � æ£ � ¤ � ç � � æ£ � ¤ � � ç � ^_\ZXl � XW T_``SY � ��� �
Xn � æ£ ¤ � ç � � æ£ � ¤ � �ç � � æ£ � ¤ � ç � � æ£ ¤ � � ç g ð`S_Z`po SfSZp
ÓUVbS ^_\ZXl XW \U\_``p ^UVU\UVS g RS VU\S \[_\ \[S
`XVS_Z \X^ S `XW\ a_\T[XVb _`bUZX\[^ XW dWSY \U X^c`S^ SV\
üøýöýþúøÿ÷óòù XV ZdV \X^ S � Ý¥ `Ub ¥ Þ g

êdZ c_cSZ XW UZb_VXÍSY _W nU``Ue W 
 qV �ST\XUV s
eS bXfS UdZ cZXUZX\p _ccZUlX^ _\XUV _`bUZX\[^ W g �ST]
\XUV Ú bXfSW UdZ _`\SZV_\S `XVS_Z \X^ S _`bUZX\[^ nUZ \[S
`XW\ a_\T[XVb cZUa`S^ g �ST\XUV } cZSWSV\W \[S `UeSZ
aUdVY UV \[S _ccZUl X^ _\XUV Z_\XU Un _Vp cZXUZX\p _`bU]
ZX\[^ g �ST\XUV Ù YSWTZXa SW bSVS\XT _`bUZX\[^ SlcSZ]X^ SV\W g �cSTXrT_``po eS bXfS _V _Y_c\XfS _`bUZX\[^SlcSZX^ SV\ e[XT[ WdccUZ\W \[S TUVt ST\dZS \[_\ \[S
_ccZUl X^ _\XUV Z_\XU Un üøýöýþúøÿ÷óòù ^ _\T[SW \[S
`UeSZ aUdVY g h[XW WST\XUV _`WU TUV\_XVW \[S YSWTZXc]\XUV Un _ bSVS\XT _`bUZX\[^ nUZ \[S { âW]a_\T[ âÐ ¡ �Ñ �
cZUa`S^ X^c`S^ SV\SY dVYSZ Ò~`Xa o \[S Uat ST\]UZXSV\SY
`XaZ_Zp Un Ó _\\[Se R_`` æ{îç YSfS`Uc SY _\ Ó qh g RS
TUVT`dYS e X\[ UcSV cZUa`S^ W XV �ST\XUV ì g
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Figure 4. Reduction of the List Batching
Problem to a Path Problem.
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Figure 5. Dynamic Programming Tableau.
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Figure 6. The “Online” Protocol of the
Tableau.
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Figure 7. Example of an Ordered Crossover.
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